pa.Josed Amstlen 7UR PRORBLEMATIK DER

GENAUIGKEIT IN DER SCHULGEOMETRIE
1. 1IN DER ZEICHNENDEN GEOMETRIE

4.1 Postulate der Konstruktion

kmuktive L¥sbarkeit geometrischer Aufgaben hingt von der Erflllung bestimmter
ab. Theoretisch lassen sich diese als Postulate der Konstruktion formulieren,

r-a}f‘tlSCh 14uft dies darauf hinaus , a) die notwendigen bzw. zuldssigen Werkzeuge anzu-

n und b) die mit ihnen ausfthrbaren (erlaubten!) Grundoperationen (Titigreiten!)
systaratisch aufzuzdhlen. _
od a) : Traditionell wurden Konstruktiomen rur mit Zirkel und Lineal ausgeflUhrt , heute

Verwendung des Geodreieckes.

Beiapiel Parallele zur Geraden g durch den Punkt P auf 3 Arten :

(¥

A B 7 ~_ \
weitere Zeichengerdte sind Parallellineal, Elnschlebellneal Rechtwinkelhaken,
Parallelwinkelhaken u.a.m.

ad b) : Als (erlaubte!) Grundkonstruktionen gelten (nach G.Loria) fUr die Ebene :
.) Zwei gegebene Punkte durch eine Gerade verbinden
.) Den Schnittpunkt zweier Geraden finden
.) Einen Kreis beschreiben,dessen Mittelpunkt und Radius gegeben ist
.) Den Schnittpunkt einer Geraden urd eines Kreises oder zweier Kreise finden .

7u obigem Beispiel : Nur die 1.Art verbleibt innerhalb der erlaubten 4 Grundkonstruktionen.

"Je wendigen Linien gezogen wenden missen,fje wenigen 04t die ledichengendte
gebrauent werden , desto genauexr {und ubmuchthehu) wirnd die leschnung’.

1.2 Einfachheit geometrischer Konstruktionen

1.2.1 Der franz8sische Geameter Fmile Lemoine komnte durch Zergliederung von Konstruk-
tionsautgaben ein System angeben, in dem die Einfachheit einer Aufgabenl@sung bewertet
,rjrd Seine Eewnrt\mgsart nermt er Geometrographle

Z.Lemoire z4hlt in seiner Céombtrographie , 1892 in Paris erschienen, fUnf Operationen beim
Zeichnen mit Zirkel und Lineal auf :

R : las Lineal wird an einen gegebenen Punkt angelegt

R2 : Am Lineal wird eine Gerade gezogen

€1 : In einem gegebenem Punkt wird eine Zirkelspitze eingesetzt

€2 : In einem belleblgen Punkt einer Linie wird eine Zirkelspitze eingesetzt

C3 : s wird ein Kreis gezeichnet

1.2.2 Beispiel : Zur Geraden g iat durch den Pmkt P die Parahele zu ziehen

1.Art : P o1& o 2.Art : LT
B P &
T >r* P
-y' ! x M }
7A '3 7 A 5 7
Korstrukt ionsg;ang Bewertung: Konstruktionsgang: ™. Bewertung:
) durch P g >4 1.R1 + 1.2 .) M peliebig
) “reis(A,AP) 5B 2.C1 + 1.C3 L) k1 (M, MP) ~» A B 1.C1 ¢+ 1.C3
) &reis{B,AP) 1.C1 + 1.C3 .Y AP in den Zirkel 2.C1
) Kreis(P,AP) -0 1.C1 + 1.C3 ) kp(B,AP) - Q 1.C1 + 1.C3
) o dureh Pund Q 2.R1 + 1.R2 ) p durch P u.qQ 2.71 ¢+ 1.R2

"Einfachheit" = 7 + 5 = 12 "Einfachheit” = 6 *+ 3= 9
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1.2.3 Geschichtliches : Die Geametrographie hat in der Zeitspanne von 1900

bis etwa 1930 viel dazu beigetragen, neuartige und einfachere Konstruktionen anstelle
der traditionellen zu finden. So wurde der Einfachheitsgrad z.B. herabgesetzt : ]
bei der stetigen Teilung von 29 auf 13 ; bei den 4 gemeinsamen Tangenten an zwel 1
Kreise von 92 auf 34 ; beim Apollonischen Problem von 356 auf 156 l

1.2.4 Kritik : .) geormetrcgroph.Eifacnheit bedeutetrnicht leichtere Durchschaubaaiq
.) Lemoine setzt nur die Verwendung von Zirkel und Lineal ein
.) Lemoine wertet die fUnf genarmten Operationen alle gleich
.) Konstruktionen bei unginstiger Lage ("in beschrinkter Ebene") werden nicht beruck-a
sichtigt

3
1.3 Grundkonstruktioren mit Realpunkten und Realgeraden ;
{

Die endliche Ausdehnung von Realpunkten und Realgeraden setzt den Konstruktionsmdglich=
keiten des Zeichners Grenzen. e ﬁ

£
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Die Uberschneidungsfliche wird durch c1n Parallelog;%zum
(Raute) beschrieben.

Der Flicheninhalt wird minimal ftir $=90° ; er wird
sehr grof fir sehr kleine Schnittwinkel §>("schle1fnn-

der Schnitt").
+) Der Schnitt von Rzafgcnraden {8t umso besser (schlechter) bestimmt,
je mehn sich denr Schnittwinkef einem nechten Winkef ( 09 ;"schleifen-

den Schnitt") ndhent.
Verbindung von Realpunkten durch eine Realgerade:

Fir grofe Entfernungen a wird & klein.

+) Die Richtung der Realgeraden ist umso bzsser bestimmt,je wedltern die
Realpunkte ausedinander Liegen

|
1
i
!
Weitere Erfahrungen aus der Zeichenpraxis (nach Chr.Wiener,Lehrbuch 4.DG Lelleg,188u)

—~
“#p, +) Ude Lage des Schnittpunktes S zweier Geraden ist
-~ wrso genauen bestimmt, je ndher die beiden Punkte,
S — uaﬁche die Geraden beAIxmmen, bed dem Schnittpunkt
ilegen.

Den Schnittpunint zwe&a& ednanden spltzwinkediyq
tehnoddender. Geraden xaL und K ) d&ant deanoch gqut
zur Bestirmung einer daiiten Gehaden (gg), wenn diese
ednen kleinen Winkel mit den ernsten bu&écn Geraden
beldet (nicht aber , wie gp' , wenn sdie aahe den
Winkelhalbierenden des Atumﬁsun Winkels £iegt)!

+) 3oim Arbeiten mit dom Linkel s08f die "in den Linkel genommene Streche” migidenst
nicht gnifer sein als dern Schenkz€ des Zirheds,

1.4 Konstruierbarxeit

Ml: der Auswahl der Zeichengerfite und der Festsetzung der Grundkonstruktionen ist aufs
engste verknlpft die Frage nach der Xonstruierbarkeit eines geonetrlsuhen Problems.
Fragen wie z.B. Dreiteilung des Winkels, Jeite des einem Kreis einbeschriebenen regel-
miRigen 17-Ecks usw. beinhalteten frither als unausgesprochene Voraussetzungen : i
a) ausschlieRliche Verwendng von Zirkel und Lineal , b) ¢s werden ideale Kreise und
ideale CGeraden in Betracht gezogen .
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Dieser Prizisionsgeametrie ist beim tatsichlichen Zeichnen mit Realgeraden und Real-
purikten eine Approximationsgecmetrie (im Sinne von F.Klein) gegeniberzustellen.

Pr#zisions- | Approximations- Dispositions-
mathematik mathemat ik mathematik _
Zahlen exakte Werte Niherungswerte grobe Abschidtzung
Algebra Rechen- div.L&sungs- Ndherungs- Uberschlags~
verfahren | verfahren verfahren rechnung )
L i — ST T e e e °—|
geametr. idealisierte ! konkrete i| Sidizze
zeichnende Figuren Figuren | Zeichnung ‘
Gecmetrie Konstruk- K.gang mit ' Z.mit Linien endlicher,| J.Steiner:"Xonstruk-
tions- | idealen Ceraden |, St4rke,Probierverfahren| tionen blof mittels

verfahren | und Kreisen Niherungskonstr. Il der Zunge ausfthren"

I
e Lingerma® | Léngen-Fl&chen- Berechnungen aus gen§-|
rechnerd Winkelma® | Rauminhaltsbe- herten (Mep-)Werten

. grobe Abschitzung
geometrie Winkelfkt.| rechnungen |

!
(Mafe,Tri- |
- rie Rechen- L8sung von CGlei- !| Fehlerfortpflan- lberschlags-
analyt.G.) verfahren | chung(ssystem)en !Lz.ungsgesetz | rechnung
Beispiele zur Dispositionsgeometrie : Abschreiten einer Strecke ,
Sldrichtungsbestimmung mittels Uhr und Sonnenstard usw.
gebiete der Approxinationsgeometrie : Geodisie , Astrometrie : hier wird die

Ausgleichsrechnung (mittl.Fehler,Methode d.kleinsten Quadrate) angewandt,auf die
nicht 2ingegangen werden kann.

Die Fragen der Xenstruierbarkeit lassen sich erdrtern,wern man die gecmctrischen Aussagen
in slzebraische transferiert. Algebraisch 14at sich die exakte Konstruktion rit Lineal

und Zirke]l auf” die Aufl8sung einer Abfolge von linearen und cuzdratischen Gleichungen
ausdriicken, Umgekehrt 148t sich ein algebraischies (d.h. in einer Gleichung dargestelltes)
Problam nur damm gecmetrisch exakt mit Hilfe von Lineal wund 7irkel 1&sen, wenn die
leichurg in einem Quadratwurzelkdroer reduzibel ist, d.h. die Lisung sich durch
durch eine Kombination (Schachtelung) von Quadratwurzeln angeben 148t. So ist z,B, die

Jeitenlinge des dem Einneitsikreis eirbeschriebenen regelmiifigen Achteckes sg = 2 - {2 .
2

1.5 Xonstruktion des regelmifigen 17-Eckes als Beispiel zur Gegenilber-
stellung von Pr#zisions- u, Approximationsgeometric

1.5.1 PrHézisionsgeometrische Konstruktion (nach Richmond 1909)

Konstruktionsgang :

1) OC.LOA 2) 10Bl = 1/4. 10C|

3) = 1/4.%0BA 4) 3,x—>»D

5) 3,00+ 450 — E

6) Halbkreis iber EA schneidet OC in F

7) Halbkreis (D,DF) schneicet AA' in Q3 und Qg

8) Normalen in Q3 und Qg schneiden den urspriing-
lichen Kreis in P}’ER’PQ’PM

9) Winkelhalbierende von F PPy —> P,

I T ) Y BT
COS3 - 7 - = iE + *{5{17‘1' -{-5‘/3‘1 2.;.1] L4

17 T 2T 2 T R

1. Eintraging im Math.Tarctuch von C.F.Gaud
Braunschweig,30.Mirz 179¢ : "Grundlagen,aul die sicl
die Teilung des Kreises stiltzt,u.zw.dessen gecmotr.
Teilbarkeit in siebzehn Teile usw. .,
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1.5.2 N&herungskonstruktion (nach Antoine de Ville,1628),auch fiir n-Ecke %

Konstruktionsgang:

1) gleichseitiges Dreieck ABC {iber Durchmesser AB

2) Durchmesser in n (17) gleiche Teile geteilt;
2.Teilungspunkt =: T

3) CT schneidet Kreis — D

4) 7P =1/n (1/17) des Umfanges

Fehlerbvetrachtung : Ohne Einschrinkung der Al inheit : Einheitskreis !
m=ﬁ;m=:x;m=cosy;m= - cosl¢g’ -

Nach Strahlensatz ist CN : CM=DN : ™ = (ﬁ'l'COS(f):VT:‘/l‘-cosg“o:xg>
@ (x):= arccos —% .(V} - 2x2 - x2)) . Der Graph von (f(x) weicht von der
Geraden y = ¥ .x nur geringfligig ab , daher als Fehlerfunktion f(x) = T.x- px).
Jede Teilstrecke = %B- z -5-1 », ™M=x=1 'Il:' (2.Teilungspunkt!)

Pur den zur n-Eckseite /] gehdrendezl Zentriwinllfeld, gllt ac(n) = Zrccos AM - arccos x =

- 4y . * ™oy o By - _ 27 }

= (f(l) - lf(l" ;’l-) = ?-.1 - ( 5.(1 E) (1 'ﬁ)) i + (1 'ﬁ) . Der absolute
Fehler ist also f( 1 - =) .Im nachstehenden Graphen ist f(n) in Winkelminuten (!) aufge-
tragen. :

wI-.-- bl - — — — —— ——— —— — ”,_ — -r—- —_— e - e W i
P ' = e L 3
3’ -7 1 | Y- -
g -1 | | B A
w! P X ; | T‘ -
y . ' : ‘ ' i !
! r\.,..?v‘ T 4 t L + A —~>
h ? 7w 51 10 15 30 1% m

1.5.3 Die Bestimmung der 17-Eckseite wurde als Beispiel gew#hlt,weil hier scwohl eine i
exakte als auch eine Ndherungskonstruktion angegeben werden kann. Ein Vergleich der beiden |
Konstruktioren 148t wohl die Behauptung zu, daB es Fille gibt, wo die zeichnerische
Darstellung eirer viele Schritte erforderlichen "exakten Konstruktion™ ein
achlechteres Zeichenresultal erbringt als die einer "Niherungskonstruktion".

1.6 Genauigzkeit geometrischer Zeichnungen

Uie Froge,mit welcher Gerauigkeit man eine Cerade (einen Kreis) durch einen vorgegebenen
Amkt hindurchzeichnen lann , wie genau ein Punkt als Schnittpunkt zweier Ceraden oder
Xreise bestimmt ist , usw. ,wurde von zwei Seiten her untersucht :

a) experimentell bzw. aus der zeichnerischen Erfahrung

b) init den Mitteln der Wahrscheinlichkeitsrechnurg bzw. der Fehlertheorie

1.8.1 Aus der zelchnerischen Zrfahrung

Abgesehen von den Fehlern aller praktischen Zeichengerite,den objektiven Fehlern |

mtstehen belm Zeichnen durch den Zeichner auch noch 3ubjektive Fohler . Diese

subjektiven Tehler hat A.Mironowitsch in seiner Analyse der Cerauigkeit graphischer

derechnungen |, Lenirgrad 1950 untarsucht. In der Enzyklepidie der glementarmathematik,

2and IV,S.161 wird daraus u.a. angegeben :

.) mittlerer fehler beim Einstechen mit der Spitze zines Bleistiftes in einen gegebenen
Pnkt .... 0,08 mm

.) mittlerer Fehler beim Einstechen mit der Spitze eines Bleistiftes in cinem bcliebigen
Punkt eirer Ceraden .... 0,05 mm

.) mittl,Fehler beim Ziehen einer Geraden durch einen Punkt ..... 0,22 mn
.) mittlere Breite einer dirmen Linie .... 0,15 mm u.v.a.m

M.Cennert - K.Ilgner geben in Mathemetik in der Schule 20(19%2) S.551 an :"Unter-
suchungen von Schillerzeichnungen ergaben eine durchschnittliche Strichbreite von
0,5 bis 0,6 mm filr alle Linien".
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Einige Genauigkeitswerte technischer Ger&te :

Genauigkeit eines Plotters (in Abhdngigkeit vom Preis (Hertst 19%83!)):
0,1 mm bei ca. 20.000,-
0,025 mm bei ca.100.000,-

0,0125 mm bei ca,300.000,~ .. .
genauigkeit eines NC- sriber s : 0,01 mm flr alle Schrirftgrdfen .

1.6.2 Ansatz einer Fehlertheorie der zeichnenden Geometrizs

In den bisher vorliegenden Versuchen zu einer Fehlertheorie der geom.Zeichnunger. haben

nur die subjektiven Fehler Beriicksichtigung gefunden. Fir die ZeichentZtigkcit kann man

Tnach Lietznann , Experimentelle Geometrie , Stuttgart 1959) foliende einfache Arten

von Fehlerverteilungen (alles unter der Annahme einer GauR-Verteilung!) anfthren bzw.

veranschaulichen (Abbildungen auf der letzten Seite!) :

.) Einsetzen der Bleistiftspitze in einem gegebenen Punkt — "Fehlerhlzel" mit Kreisen
als Hdhenlinien

.) Anlegen eines Lineals an einen gegebenen Punkt —»> detto

.) Erzeugen eines Punktes als Schnittpunkt zweier Geraden — "Fchlerhlizel mit Fllipsen a.H.

,) Einsetzen der Bleistiftspitze in einem beliebigen Punkt einer Gerader —» 'Fehlerdamm"
mit Geraden als Fshenlinien

.) Zeichnen einer Geraden durch zwei gegebene Punkte —"Fehlerdamm" mit Eyp=rbeln a.H.

Dem Aufbau einer ganzen Theorie steht eine grofRe Schwierigkeit entgogen @ die Fraze zu
kitren,wie sich die Fehler "addieren".

1.Beispiel: Um einen Punkt ist ein Kreis zu ziehen. Der Mittelpunk® besitzt ecinen Fehler-
higel mit kreisfdrmigen Hohenlinienjder Fshlerhiigel der Kreislinic ist ein Darr,dessen
Hehenlinien Kreise sind (Bild auf der letzten Seite). Vie aber,wenn der Mittelpunkt als
Scmittpunkt entstanden ist,zlso ellipt.Hshenlinien hat ?

2.3:zispiel: Durch zwel Schnitt~Punkte wird eine weitere Cerade bestimmt.Wie sieht deren
Fehlerlandschaft aus ? -

Es hfufen sich also schon bei den allereinfachsten Konstruktionsn die allergréften

Schvierigieiten.
1.7 Math.Modellbildungen fir die zeichnendc Geometrie

Bel der Kanstruktion eines mathem.Modells fir die Spurcn einer Zeichentitigkeit miissen

die in 1.3 eangeflhrten Fakten berilck:ichtigt werden. Zur Unterschied vor. der gewShnli-
chen Elemeritargzometric missen pewicse Eindeutipgkeitsforderugen aufgerchen werden :
.) Zwel verschiedene Punkte bestirmen mindestens eine (Verbindungs)Gerade

.) Zvei verschiedene nichtparallele Gerade haben mindestens einen (Schnitt)Punkt gemeinsam
Ferner ist zu wniterscheiden zwischen benachbarter Punkten und solchen,die voneinander
ferne liegen ; es 1st zu unterscheiden zwischen benachbarten Geraden und solcnen, welche
sich kreuzern.

Mztheratische Modellbildungen dieser Art wurden zuerst von Hjelmslev (1923 ff) untersucht.
Spiter huben Klingenberg (1654 £f),Artmenn (1069 ff) u.a. diese Protleme ("Geometrien

mit Nachbarelementen") bearbeitet. o

nin

|4

Finstenwalden : ™ Zedchne 40 genau wie méglich , aben traue dem Resultat
40 wendiq wie miéglich "
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2. GENAUIGKEIT BEI GEOMETRISCHEN BERECHNUNGEM
2.1 Maximaler absoluter und maximaler relativer Fehler

Angenommen sei der Fall, daf in einem Term drei Gréfen mit den wahren Werten x,y,z
enthalten sind, deren absolute Fehler ax, 4y, 4z sind. Der absolute Fcller des Terms

ist daltn  Au = f(x+4 X,y+ay,z+4z) - f(x,y,2) . Falls f(x,y,z) stetige
partielle Ableitungen hat , ist 4u = fx(El,n;,cl).Ax + fy(zz,nz,cz).Ay +
+ f (E3,n3,C3) az , wo die £;,... {3 bestimmte Werte in den Bereichen von x bis x+ ax,

von y bis y+Ay , von z bis z+4z sind.Wdhlt man diese Werte so,daB die Ableitungen
den grften Wert in dem in Betracht kommenden Bereich haben und mrmt aukerdem die
Absolutbetrige, damit die einzelnen Glieder einander nicht aufheben,so erglbt sich als

maximaler Fehlers des Terms AU € |f‘x{. ax 4+ ;fy; LAY 4+ {fz. . AZ
Man erkermt sofart,daf sich diese Formel von drei auf n GrdRen ausdehnen 14Rt.

Aus dem absoluten Fehler findet man leicht den maximalen relatlven Fehler:}'
f

f
J‘r —. AX 4 ‘-f,-x!.-Ay + }?51-42

. . . -‘C -

Zwei Beispiele : Beim Produkt a.b.c ist J 'abc" a2 +'3bc' ab +l ac =

=2 ac

"'é' ‘"5_ lc' ; beim Quotienten (a/b) ist J- %), a +|(—(-“7/-E-)-l’ ab =
Y !
drabdss

2.2 PFehlerrechnung als Differenzenrechnung

Pythagordischer Lehrsatz (a +/_\a\)2 + (b + ab)2 = (c + 40)2
a’ + 2a.4a + (Aa)2 + b° + 2bab + (Ab)2 = ¢° 4 2c.ac + (AC)2 . D2 @a)z,mb)z urd CM:)2

gegenilber aa, aAb und ac vernachlidssigt werden kdnnen und a2 +b” = 02 subtrahiert

werden kann , verbleibt nach Division durch 2 eine Relation zwischen cen zbscluten
Fehlern der Dreieckseiten : a.aa +b.ab = ¢ .ac

Beispiel:a:BStOllmn b=132 20,5mm ; exakt : ¢ =/85° + 132° = 157
85.0,4 01320‘5:157 ac ac = 0,6369,., c = 187+ 0,6 ™m

2.Imterpretation : Einfluf kleiner Fehler der kartesischen Koordinzten auf den Polar-

abstand .
2 _ .2 2 . _ 2 _ R ey 32
T/"L/ Xy R R 3 (rvar)” = (x; tax)) + (>.2 FaXy)
e ” » s i s b
X, r.ar = ‘xﬂ' ax, * .xe‘.
3, Interpretaticn : Streckenlinge 52 - (a_c):z R (b_d)a
Qlctacldtad) C ,
.48 = |a*4:§(:aal + lac)  + lb-di.(ab +adl)
P(asaa btab) Beispiel : a=2x0,1 ;b=12*0,05 c=%6+0,3
| > d=1Uro,2
3 £0,8. (0,1+0,3) + 0,6.(0,0540,2) = 0,47.. ; 8 =5%£0,5
enauigkeit einer Flichenmessung A=a. b
F o e e — . Azl = (at+.aa).(brab) =at + 2.4b t’:A'z“n-m.A
Vernachigssige!

! aA 2 a.ab +b.aa
; Fir weitere Schlisse missen Amnammen flir aa und Ab
gemacht werden :
I.FA1l : Sei aa zab=konst = ¢ =» af=a.c+b.c = (a+h).c . Der Fenler
a A iat proportional dem Umfang des Rechteckes ( ¢ = Abmeffehler) .
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. a .
Jei das Seitenverndlitnis v = dann ist a.b = A - T v
5 b= MwazyEv , b Y MY

aA =z c.(f AV +¢A'v) =c.f7i’.( yV+ U YyV )
aeispiel:Ar=uCDc:n2 vea/o j1(Quadrat) | 2 |5 | 10

A'= 20 cm :

Ic = 0,02 cm Abmeffehler ah 0,0 10,85 11,07 11,59 @
1I.Pall : Aa =k -2 ,ab =k .Db AA=abk+baks= 2.a.b.K d.h.

der Fehler ist proprotional dem Flicheninhalt des Rechteckes und unabhiingig
von Seitenverh#iltnis v = a/b .
II.Fall : aa =k. /@ ,ab=k. Yo ;Diel.éngenfahlersinddenmadratmeln
der Lingen proportional, was bei uregelmiifigen Fehlerursachen zutrifft.

AA = ak b+ bk YA =k (2. /T +b. @) = k. jab (fa+ o)

Mit v=abund A= abist an=x . Gav YA
Beispiel:A=llCDcm2 veak | UQuratt) 2 |5 |10

1
k = 0,004 em ah I 0,716 b,726 1 0,774 10,837
Hier wird AA durch das Seitenverhiltnis v = a/b im wesentlichen nicht beeinfluft.

Genauigkeit eines Volumsberechnung

Volumen eines Kugelabschnittes = 1 . R.(3r-n =3.0rh
. I 2 3 7 3) - -

ve T (3.(var).(hran)® - (h+ah) )- L4 (3.r.h -w) = e F

3 (3pPar + QT -h). ah )

Beispiel : r = 8,420,2 cm, h= 1,7+0,09 cm

Vonmen V = /3 . 1,70 . (3. 8,4 = 1,7) = TL,12... em’

sbsoluter Fehler aV = % .( 3. 1,72 .02 +3.1,7. (168 - 1,7).0,09] = 9,07h. ..

relativer Fehler 57 = 9,07h.. / T4,12... = 0,1276...

2-h3',

relativer Fehler unter Verwendung des linearen Anteils einer Tay.orentwicklung :

dv = Dlar + h}nh : r _ _3.n . “h _ _6rh - 3h
T b T 3w £ -

Jv= % . 375_' ( ®3.ar + ( 6rh - 3p°).ah) = 0,1275... = 13%

2.3 Goniometrische Differenzenformeln

wie verindem sich die Funktionswerte von sine, COS ,tan & ,werm das Argument a¢ auf
& + axabgelindert wird, bzw. & den Fehler ac aufweist ? Dabei soll & stets so klein
yorausgesetzt werden, daf fur die verlangte Genauigkeit einer Rechnung

1) sin AcC = tanAg = arc Ac = A . 7~ /1800 gesetzt werden karm

2) daf deren Potenzen und Produkte vernachlissigt werden dilrfen urd

3) daR cos ax= 1 gesetzt werden kann.

sin (& +4x0) = sinA . cos 4% + COS X . sin A &
' =1 gesetzt = Ax0. m/180° gesetzt

scmit sin (of # Aq) = sin o *[cos X | -(A“O'Té%o) .

cos (o #4x) = cos o . cosaX - sinc. gin ax

1 Mc. ?/'1800
also cos (Kt A = cOS T lsina] . Ax O,
( ) cos o« 7 |sine| .( 1800)
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[v]

. tan & + tanax 1 + tanx . tanax
tan (otrad = 1 - tanax. tanaa * T + tana.. tanax

s tanax+ tande. t tan?ax
tana ander + ag x . ar214~. + tana. tanfax _ tan o +
1 - tan"o . tan a4«
=
+ (1 ¢+ tanza.).(ao. 7/180°) = tanal + ——-2—1 . Ax®, T
cos " 1800

2.3.1 Anwendung auf sin- Setz

a.sinA=>b ., sinx
(a +23).8in(f¢af) = (b +24).8in (x*4x)

(a+a®).(sin B+ cos B .af°% 7/180° ) = (b+ab).(sina + cosa . ax®. 7/180°)
Aa.sin/! + a.cos f8 -4B3°.7/180° = ab.sina + b.cos x . ael, 7/180°
| :(a.8in B ) | :(b.sin”)

(o] b
‘58-?- + cotﬁ .4/30.?'/180 = ﬂ'ﬁ" + cotoa . °, 7/180°

0
daravg z.B. 4/3°= 1?10 .tan/3 (-512 -i’f- + cot . 4o° r/180 )

2.3.1 Anwendung auf cos-Satz

a2 s b2 + 02 -2.b.c.cos

(ava a)2 = (by 4b)2 + (c+ 40)2 -2 (b+ab).(c+ac). cos (x +ax)
Bei Vernachléssigung von (A a)2 ’ (Ab)2 s (a c)2 folgt daraus
az + 28.42 < b2 + 2b.ab + c:2 + 2¢c.ac - 2bc.cosax - 2b.4AcC.COSo¢ -

- 2c.ab.cos & + 2.b.c.sin g . AP, */18°

a.4a = b.Ab + c.ac ~ b. Lc.cosa¢ - ¢c.4b.cos + b.c.sin & . AxC. 7 /150°

Aa = -}; . ((b - c.cosa). ab + (¢ - b.cosa ). Ac + b.c.sin ¢ . Ax ©, 77/1800)

2.4 Beiazspiele (mit Differenzieren!)
2.4.1 Anstieg einer durch zwei Punkte bestimmten Strecke
AN -
0 Q(crac|dtad) tanx = ~—2-—.-—§—-

Inftan® { = In jd-b, - ln|c-2,
- oo Ax®.971800 | 40, 17180° _ wsal+ tec ! Jabl + iad!

+
P(ata albt abd) tanec.cos’@  sine.cox ja=c| fo-d]

>

Mit 8:z PQ gilt A * ”fo .(,‘COZ"‘ g-{ﬁa,)1+/u}) 2 L +,u1})

Fdr P(11'80 ,3]140,3), Q(520,4)L20,4) ist s=5 ,g( 3F °7.
0 1 O

da” = . (0,16.(0,340,4) + 0,12(0,3+0,4) ) = 11,25..° = 110
Also o #axs 37 + 11 % =y o' 2 48O | 4 s 560
Probe : tanyg' = %H% = 0,49.., ' = 26°

tang" = gl o 140, ooz 4g0

’ -1,

N b e+
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2.4.2 Prozentualer Fehler des Fldcheninhalts eines Dreieckes
Gegeben : Seite a auf 1% genau, Seite b auf 2% genau , AX‘- 0,25 °

=3 i ; i =48, 4b o_T_
Fliiche A = z.a.b.sm X- ; relativer Fehler (des Produktes!) J— > 4 5 +’cot5-l.ng- T80

AA T~
prozentualer Fehler =100d = 1co. Sf = 100.(0,01 + 0,02 + jeot }* [.0,25.73p ) *

: 34 0,4 .]cot x"l . Beim rechtwinkeligen Drejeck(y =90°) ist der Fehler amkleinsten.

2.4.3 Beispiel einer RUckwértsanalyse'
. _c. 8in/k : .
pie Gleichung b = SING A sei gegeben. Welche Grtfe der absoluten Fehler in den

winkeln ¢¢ und 5 sind zuldssig (= us° . /52 30° ; der Fehler von ¢ sei vernachlissigbar
xlein) , dad der relative Fehler in b klelner als 2 % bleibt ?
Wir netmen an : X zapLE . Inb = Inc + Inising| - Injsin (x +4)]

ib: 40, cotp.aff -feot (afp). (At ap)

i
ot (¢ +é)”4/5’ + |cot(oo+ A )/,[Au(/
0,268..

Rl + el

- C
=0 nach V. {3 =0,268..
(“ 3 - 0,268 + 0,268]) 'f'T%G £ 0,02, also AX<E£0,7 bazw. 4/545 <€ 0,7

2.4.4 Linge einer vertikalen Strecke

» |&Bj= s = 4,5+0,02)m , &= 7,420,2)°,
L ﬂ= 3,8(3 0,1)° , 4= 4,32 0,1)°
¢ |GD[= h = S:840) sinf> . - 26...m

P (x R sin(x'-/fﬂ).cosa,

-

+ ‘tanJ.AO&O. T:%U ‘-

ﬁ=l§3|+‘ sinY.A'ﬁo-T?' +‘_ sinfl.ay . 7
Bl 8l ] sinfsin(r-£).180 | siny.sin(y-A).180
0,408... = 41 % i ah=h.0,l08... £1,0... m

#

2.5 Ortslinien gleicher Genauigkeit

Als Genauigkeitsmaf fir Ergebnisse von Beobachtungsreihen wird in der Fehler-und Aus-
gleichsrechnung u.a. der mittlere Fehler m verwendet. -
Rir n = Anzahl der Beobachtungen und g;wahrer Fehler d.Einzelmessung ist m:= H'z !
194

Die Genauigkeit der Lage eines Punktes in einer Ebene kamn aus den mittleren Fehlern
mﬁlund 2 in den Xoordinaten x und y dwrch m = Jm 2 +m 2'  charakterisiert werden
(tnvariant gegentiber Drehung des Kcordinatensystems!) J

. Jordan (Ucer die Genauigkeit einfacher geodiitischer Operaticnen ,Z.f.Math.u,Ph.16(1871),
$.397-425) hat fUr einige Standardaufzaben der Vermessungskunde (Koordinaterwerte eines
Punktes ,Vorwirtseinschneiden, Rilckwirtseinschneiden,Snellius-(Pothenot- YAufgabe) Orts-
linien gleicher Genauigkeit (= gzleicher m-YWerse) unter der Annahme AX = K.gX ,ay =K. iy
Aurchgerechnet ( 3 Abbildungen auf der letzten Seite!)

(bungamatenial hann aus sehar vielen Lehnbuchauggaben dunch Yorgabe von Ge-
naudigheitsintenvallen enstellt wenden. Durchrechnungen mit kleinst- und
gnéBtmiglichen Eingangsdaten bieten Beispiele firn Lincake (=unverzwedgte)
Programme den EDV.
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